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摘要： 
 

本文提出一种通过神经网络来拟合已有数据进行渲染的半透明材质渲染算法。
我们首先回顾了真实感渲染的基本理论和体渲染的概念，并分类介绍了半透明
材质渲染领域的主流算法，其中详细介绍了基于扩散理论的方法和基于预计算
的方法。我们提出的方法基于前人提出的一种预计算方法，但该方法存在数据
量过大以及拟合不太准确的情况，因此我们提出使用神经网络来实现更好的拟
合效果。之后介绍了我们借助神经网络来拟合数据的思路策略以及具体的训练
方法；我们实现了基于光线跟踪采样技术和层次化加速技术两种常用的半透明
材质渲染框架，并在其上实现了我们的方法及其它几种经典的半透明材质渲染
算法。 最后，通过对拟合结果和渲染结果进行分析，证明我们的模型可以模拟
更加准确的半透明效果。 
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Abstract 
This paper introduces a translucent rendering algorithm than use neural network to fit 
simulated data. Firstly, we introduce the basic theory of photorealistic and volume 
rendering, then we introduce several major algorithms in translucent material 
rendering including diffusion theory based method and precomputed based method. 
We propose to fit data with neural network because previous precomputed work needs 
huge data and inaccurate. Secondly, we introduce how to use neural network to fit it 
well.  Thirdly, we implement our method and several classic algorithm by both ray 
tracing and hierarchy acceleration framework. Lastly, we prove our model is more 
accurate by analysis fitting results and rendering results. 
 

Keywords: Translucent materials, subsurface scattering, BSSRDF, neural network. 
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1 绪论 

1.1 简介 

半透明材质是材质渲染中很重要的部分，比如常见的诸如皮肤、牛奶、果

汁、大理石等材质都具有明显的半透明材质特性。 

 
图1-1 半透明材质渲染图，材质为皮肤，该图片来自 [1] 中插图 

 

半透明材质和其它材质的区别在于次表面散射是不可忽略的，次表面散射

是指入射光线在介质表面除了发生表面散射外，还会进入介质内部发生多次的

散射行为后从表面其它点出射。这种情况下，每个点的出射情况不仅和该点的

入射光线有关，还与其周围的照明情况、几何形体有紧密的联系。因此，半透

明材质的渲染是一项基础且重要的工作。 
 

1.2 前人工作及研究现状 

本章将从最基本的真实感渲染的概念开始，着重介绍半透明材质渲染领域

的前人工作，并在此基础上对比分析这些工作的优劣势，最后简单介绍神经网

络的基本原理等。 

 真实感渲染 



渲染是从对 3D场景的描述出发生成图片的过程，其中真实感渲染指渲染得

到的图片和相机拍摄的照片几乎不可区分。真实感渲染除能给人产生沉浸式的

逼真体验外，还提供了良定义的渲染系统质量的度量标准 [1] 。 

本节将从基本的物理量定义出发，介绍用于描述物体表面散射的 BRDF和

BSSRDF及对应的渲染方程，之后介绍体渲染方法的基本概念，最后介绍其它有

用的概念和技术。 

1.2.1.1 基本概念 

1. 一些基本概念 

这里介绍图形学中使用到的辐射度学中的基本概念及其物理含义、

定义式、单位以及相互关系。 

� 辐射能量 (Radiant energy) 

描述一定空间中所有的光子能量，用 Q	表示，单位是焦耳J。 

光源会向场景中发射光子，每个光子有特定的波长并携带一定量的

能量。 

波长为	λ	的光子能量为：Q = !"
#
,其中 c是光速，h是普朗克常量 

� 辐射通量（Radiant flux） 

描述单位时间内通过某面积区域的辐射能量，通常用 Φ 表示，单

位是瓦特W， 也叫做辐射功率（Radiant power）, 其定义式： 

Φ = lim
$%→'

	.$(
$)
/ = 	 *+

*%
 

其标量形式叫做辐射 

� 辐射照度（Irradiance）1 

描述到达物体表面的单位面积内的辐射通量，通常用	E	表示，单位

是W/m,, 其定义式：E = *-
*.

 

 
1 辐射照度和辐射出射度（Radiant exitance）定义式相同，区别在于辐射照度描述到达表⾯的单位⾯积光
通量，⽽辐射出射度描述离开表⾯的单位⾯积辐射通量。 



� 辐射出射度（Radiant exitance） 

描述离开物体表面的单位面积内的辐射通量，通常用	M	表示，单位

是W/m,，定义式：M = *-
*.

 

� 辐射强度 

描述单位立体角内通过的辐射通量，通常用	I	表示，单位是W/sr, sr

是立体弧度单位，定义式：I = *-
*/
,其中 ω是方向向量 

� 辐射亮度 

辐射照度（及辐射出射度）描述了单位面积内的辐射通量，不涉及

方向信息，而辐射亮度在此基础上加入方向信息，定义式 

L(p, ω) = lim
$/→'

$0!(2)
$4

= 50!(2)
54
，其中，E/代表垂直于方向ω的辐射

照度。 

也可以定义为：L = *-
*/	*."

= *#-
57	89:;	54

， 其中，dA< 代表投影面

积,	cosθ 代表ω和表面法向量夹角的余弦。 

    

 
图1-2 辐射亮度 L定义示意图 ，该图片来自 [1] 中插图 

 

2. 表面散射 

光线入射到物体表面后，会发生散射现象，通常对于不透明材质使用

BRDF（bidirectional reflectance distribution function，双向反射分布函数）



来描述，对于半透明材质则使用 BSSRDF（bidirectional scattering surface 

reflectance distribution function，双向表面散射分布函数）来描述 [2]。 

BRDF假定出射点和入射点为表面同一个点，因此忽略了次表面散射行

为，对于不透明的材质而言，该近似误差很小且渲染效率很高，而对于次

表面散射很多的半透明材质而言，必须使用一般化的 BSSRDF（出射点和入

射点可以是不同的点）才可以准确建模。 

 
图1-3  BRDF（图 a）和 BSSRDF（图 b）对比 

� BRDF 

BRDF描述了表面一点 p处出射辐射亮度和入射辐射照度的比值,用符号

𝑓= 	表示：  

 𝑓=(𝑝, 𝜔9 , 𝜔>) =
5?$(2,4$)
50(2,4%)

= 5?$(2,4$)
?%(2,4%)89:;%54%

 （1） 

 

图1-4  BRDF定义示意图，该图片来自 [1] 中插图 
 

BRDF满足两条重要性质： 



1. 对称性： 交换入射、出射方向，BRDF结果不变。 

𝑓=(𝑝, 𝜔> , 𝜔9) = 𝑓=(𝑝, 𝜔9 , 𝜔>) 

2. 能量守恒: 即反射的总能量小于等于入射的总能量。 

F𝑓=(𝑝, 𝜔9 , 𝜔A)	𝑐𝑜𝑠𝜃A𝑑𝜔′
B

≤ 1 

此外，对于透射行为有类似的 BTDF（bidirectional 

transmittance distribution function，双向透射分布函数）进行描

述，二者合称 BSDF（bidirectional scattering distribution function，

双向散射分布函数），用𝑓(𝑝, 𝜔9 , 𝜔>)表示。常见的 BRDF模型包括

Lambert漫反射模型、Phong模型、微面元模型等，这些模型均拥

有形式简单的解析表达，因此对其进行采样和渲染比较容易。 
   

散射方程： 

   在 BRDF定义的基础上，可以计算某个方向的出射亮度： 

	 𝐿9(𝑝, 𝜔9) = ∫ 𝑓(𝑝, 𝜔9 , 𝜔>)𝐿>(𝑝, 𝜔>)|𝑐𝑜𝑠𝜃>|𝑑𝜔>C 	 (2)	

 

若上式的积分区域为整个球面，则该方程叫做散射方程；若积分区

域为半球面，则通常叫做反射方程。 

� BSSRDF 

 
图1-5  BSSRD定义示意图，该图片来自 [1] 中插图 



 

BSSRDF描述了某一点pD处出射辐射亮度和另一点pE处入射辐射通

量的比值,用S表示： 

 

 𝑆(𝑝9 , 𝜔9 , 𝑝> , 𝜔>) =
5?$(2$,4$)
5F(2%,4%)

 (3) 

从公式的定义可以发现，S和入射点位置和入射方向都有关系，因

此使用 BSSRDF进行渲染，需要同时对入射方向以及表面区域进行积

分。另外，由于其定义的复杂性，BSSRDF并没有准确的解析式表示，

对其进行采样和渲染都较为困难。 

  一般化的散射方程： 

 𝐿9(𝑝9 , 𝜔9) = ∫ ∫ 𝑆(𝑝9 , 𝜔9 , 𝑝> , 𝜔>)𝐿>(𝑝> , 𝜔>)|𝑐𝑜𝑠𝜃>|𝑑𝜔>C7 𝑑𝐴	 (4)	

  

1.2.1.2 体渲染 

光线在介质内的散射、吸收、反射等行为都可以通过光传输方程

（Radiant transfer equation，简称 RTE）来描述 [3]。而次表面散射可以看

作是更微观尺度上的体散射，因此也可以通过求解 RTE来得到准确的结

果。 

下面介绍一些体渲染中的基本概念： 

� 光线在介质中的三种行为 

  吸收：光能转换为其它形式的能量导致的辐射亮度的衰减； 

  发射：发光物体发射光子导致的辐射亮度的增加； 

  散射：光子和其它物体碰撞而导致的传输方向的改变。 

w 外散射：散射行为使得光线偏离到不同的方向，导致某个

方向出射辐射亮度的减少。 

w 内散射：散射行为使得光线集中到某个方向，导致该方向

的出射辐射亮度增加。 



 

 

 

 

图1-6 光线在介质中几种行为示意图，该图片来自 [1] 中插图 

从上到下依次为：吸收、发射、外散射、内散射 

 

� 几个光学参数 

  吸收系数 σG	：光线在介质中单位距离上被吸收的概率密度，

其单位是mHI，取值为任意正数。 

  散射系数 σJ	：光线在介质中单位距离上发生散射的概率密

度，单位和取值范围同上。 

  衰减系数 σ%	：描述由于吸收以及外散射导致的出射辐射亮度

的减少，定义为σ% = 𝜎: + 𝜎K , 单位和取值范围同上。 

  吸光度 α : 描述了散射占衰减的比例，定义为α = L&
M'

, 该物理

量无量纲，取值范围是[0,1]。 

  平均自由程 mfp ∶ 描述了光线在介质中和介质颗粒发生相互作

用前的平均距离，定义为：mfp = I
L(

 ，单位是m。 

� 原项 



原项描述了由于发射和内散射行为导致的单位距离内辐射亮度的增

加，通常用LJ表示： 

 𝐿:(𝑝, 𝑤) = 𝐿N(𝑝, 𝑤) + 𝜎:(𝑝, 𝑤) ∫ 𝑝(𝑝, 𝑤> , 𝑤9)𝐿>(𝑝, 𝑤>)𝑑𝑤>C  （5）	

上式中σJ为散射系数，而p代表相函数，相函数描述了某一点处辐

射量的角度分布，相函数满足归一化条件：即： 

F𝑝(𝑝, 𝜔, 𝜔A)𝑑𝜔A

B
= 1	 

   定义各向异性因子 g来描述相函数的各向异性，  

								𝑔 = F 𝑝(−𝜔,𝜔A)(𝜔 ⋅ 𝜔A)𝑑𝜔A

B#
= 2𝜋F 𝑝(−𝑐𝑜𝑠𝜃) cos 𝜃 𝑠𝑖𝑛𝜃

O

'
𝑑𝜃	 

其取值为 0代表各向同性，取值为正代表前向散射为主，为负

代表后向散射为主. 

� RTE 

结合原项和衰减因子，可以给出完整的光传输方程： 

						 P
P)
𝐿9(𝑝 + 𝑡𝑤,𝑤) = −𝜎)(𝑝, 𝑤)𝐿>(𝑝, −𝑤) + 𝐿:(𝑝, 𝑤) =

−𝜎)(𝑝, 𝑤)𝐿>(𝑝, −𝑤) + 𝐿N(𝑝, 𝑤) + 𝜎:(𝑝, 𝑤) ∫ 𝑝(𝑝, 𝑤> , 𝑤9)𝐿>(𝑝, 𝑤>)𝑑𝑤>C  (6) 

  总结： 体渲染方法通过对光线和介质颗粒的相互作用建模来准确计算光传

输过程，但直接求解该方程用于半透明材质的渲染虽然很准确，但时间代价昂

贵并且收敛极慢，一般仅作为参考标准使用。实用的半透明材质渲染方法本质

上都是基于一定的假设来近似 RTE的解，这些方法的具体介绍参见第二章。 

 

1.2.1.3 其它内容 

这里介绍一些实验中使用到的其它的技术或者概念。 

� 蒙特卡罗积分 

蒙特卡罗积分是求解积分的常用数值方法，一大优点是其收敛速度和被

积函数的维度无关，因此特别适合于图形学中高维积分的计算。 



对于积分∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥Q
K , 根据概率密度分布函数p(x)获得 N个采样XI, … , XR,则

对应的蒙特卡罗估计量为： 

FR =
1
𝑁l

𝑓(𝑋>)
𝑝(𝑋>)

S

>TI

 

 容易证明，E[FR] = 	∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥Q
K , 因此可以采用该估计量代替原积分。 

� 俄罗斯轮盘技术（Russian roulette） 

俄罗斯轮盘技术是一种根据每个采样的重要程度来增加蒙特卡罗估计量

似然值的方法，从而可以提高采样的效率。 

基本思想是，对每个采样，以 p的概率进行计算求解，而 1-p的概率直接

忽略，得到的新的估计量： 

𝐹A =	o	
𝐹
𝑞 , 𝜉 < 𝑞

0, 𝜉 ≥ 𝑞
 

新的估计量的期望E[FA] = 𝑞 ⋅ 0[V]
X
+ 0 ⋅ (1 − 𝑞) = 𝐸[𝐹]. 

实验中使用该技术来加快收敛。 

 

� 物体表面的均匀采样 

BSSRDF采样算法的一大难点就在于对给定的出射点，如何采样得到同

一个物体上附近的入射点位置，实验算法中采用了预先生成物体表面均匀

采样的方式代替在每个出射点处重新采样。 

平面内的均匀采样较为简单，可以使用泊松圆盘采样来生成，而

Bowers等人 2011年的工作提出了对任意几何形体进行均匀采样的算法

[4]。 

泊松圆盘采样指生成的采样点随机分布的同时满足最小距离大于某个给

定值。即在曲面ℳ上生成采样点集𝒮, 满足𝑑w𝑠> , 𝑠Yx ≥ 𝑟, ∀𝑠> , 𝑠Y ∈ 𝒮, r为给定

的最小距离，d是距离度量。 



Bowers等人的算法中首先生成均一的、足够大的点集作为初始结果，

然后将这些点划分到不同的网格单元中，最终在每个网格单元内进行泊松

圆盘采样来得到最终的结果。 

 
图1-7 复杂几何体的泊松圆盘采样示意图，该图片引用自[4]论文插图。 

 

� 菲涅尔反射 

菲涅尔方程描述了光在不同介质传播时发生的反射和折射现象。形象的来

讲，当我们垂直看向水面的时候反射光较弱，因此水看起来很透明，而当我们

看很远处的水面时（视线方向和水面法向量夹角很大）反射很强。 

对于电解质材质（dielectric material），其菲涅尔反射率𝐹= 和透射率F% 定

义如下： 

r∥ =
𝜂"𝑐𝑜𝑠𝜃# − 𝜂#𝑐𝑜𝑠𝜃"
𝜂"𝑐𝑜𝑠𝜃# + 𝜂#𝑐𝑜𝑠𝜃"

 

𝑟$ =
𝜂#𝑐𝑜𝑠𝜃# − 𝜂"𝑐𝑜𝑠𝜃"
𝜂#𝑐𝑜𝑠𝜃# + 𝜂"𝑐𝑜𝑠𝜃"

 

𝐹% =
1
2 (𝑟∥

& + 𝑟$&) 

𝐹" = 1 − 𝐹% 

菲涅尔漫反射反射率（Fresnel diffuse reflectance, 记作F*Z）,其定义为： 

𝐹5= = F 𝐹=w𝜂, 𝑛}⃗ ⋅ 𝜔A}}}}⃗ x
,O

w𝑛}⃗ ⋅ 𝜔A}}}}⃗ x𝑑𝜔A 

一般情况下都使用其有理近似[6]: 

𝐹5= = −
1.440
𝜂, +

0.710
𝜂 + 0.668 + 0.0636𝜂 



 

其它材质的菲涅尔反射率的计算大多需要使用近似公式进行，不再赘述。 
 

 半透明材质渲染 

半透明材质的渲染方法可以大致分为：基于蒙特卡罗光线跟踪直接求解

RTE、基于扩散（Diffusion）近似的方法、基于预计算的方法。 

本节将分别介绍这些内容，其中基于扩散的方法是半透明材质渲染的主流

方法，因此将会重点介绍几种该类别的算法。  

 

(1) 光线跟踪方法 

首先介绍基于光线跟踪的方法，该方法利用蒙特卡罗光线跟踪技术求解 RTE

（参见上一节体渲染的介绍），可以准确求解半透明材质，缺点在于收敛慢、

时间代价昂贵。 

RTE的形式如下： 

𝜕
𝜕𝑡 𝐿9

(𝑝 + 𝑡𝜔,𝜔) = −𝜎)(𝑝, 𝜔)𝐿>(𝑝, −𝜔) + 𝐿:(𝑝, 𝜔)

= −𝜎)(𝑝, 𝜔)𝐿>(𝑝, −𝜔) + 𝐿N(𝑝, 𝜔)

+ 𝜎:(𝑝, 𝜔)F𝑝(𝑝, 𝜔> , 𝜔9)𝐿>(𝑝, 𝜔>)𝑑𝜔>
C

 

 

通过蒙特卡罗光线跟踪算法求解 RTE是半透明材质渲染的最基本的方法。

根据介质的匀质与否（介质内部所有区域拥有相同的光学参数则该介质是匀质

的（homogeneous），否则是异质的（heterogeneous）），存在不同的相函

数模型以及对应的采样例程。 

 

1.2.2.1 基于扩散理论的方法 



扩散理论（Diffusion theory）给我们提供了将复杂的 RTE转换为更简单的

扩散方程（Diffusion equation）的方法，而在介质匀质、高吸光度的情况下，

扩散方程的解可以作为 RTE的解。而常见的渲染模型中，均利用扩散理论的解

以及边界条件来给出 BSSRDF的近似表达式，再代入一般化的散射方程（公式

(4）来计算。 

下面具体介绍每种模型中应用的扩散理论以及每种模型用来简化 BSSRDF表

示的假设，并介绍每种模型的渲染方法。1 

 

� 2001年 Jensen等提出的对偶极子（Dipole）模型 [7] 

该模型受医学物理学领域中使用扩散模型预测高散射材质光学性质工作

[5]的启发，首次将扩散理论引入计算机图形学半透明材质的渲染中，并给

出单次散射（single scattering）求解方法、增加对任意几何体的支持以及

提出完整的渲染算法。 

该模型首先将 BSSRDF分解为单次散射𝑆I和多次散射𝑆5部分: 

𝑆(𝑝> , 𝜔>; 𝑝9 , 𝜔9) = 𝑆I(𝑝> , 𝜔>; 𝑝9 , 𝜔9) + 𝑆5(𝑝> , 𝜔>; 𝑝9 , 𝜔9) 

单次散射 

其中，单次散射可以利用光线跟踪等方法进行求解: 

𝐿9
(I)(𝑝9 , 𝜔9) = F F 𝑆I(𝑝> , 𝜔>; 𝑝9 , 𝜔9)𝐿>(𝑝> , 𝜔>)(𝑛}⃗ ⋅ 𝜔[}}}}⃗ )𝑑𝜔>

,O7
𝑑𝐴 

= 𝜎:F 𝐹)(𝜂, 𝜔9}}}}}⃗ )𝐹)(𝜂, 𝜔[}}}}⃗ )𝑝(𝜔>A, 𝜔9A )F 𝑒HM'):𝐿>(𝑝> , 𝜔>)𝑑𝑠
\

',O
𝑑𝜔> 

   其中，𝜎)8 =	𝜎)(𝑝9) + 𝐺𝜎)(𝑝>), 𝐺 =
|^%⋅4$* |
|^%⋅4%A|

 

多次散射 

 
1 标准对偶极⼦模型是基于扩散理论渲染半透明材质的基础，会完整介绍其思路和推导；快速对偶极⼦模
型、多偶极⼦模型、量⼦对偶极⼦模型等介绍其主要思想和结果；光⼦扩散⽅法、⽅向对偶极⼦模型简略
介绍其改进。 



该方法基于一个关键性的观察：在高散射（指吸光度大）的介质中，出

射光线的分布趋向于各向同性，即使是入射光分布、相函数等是高度各向

异性的情况下该观察仍然成立。 该现象成立的原因在于散射行为会模糊光

线的分布，因此随着散射次数的增加，光线的分布趋向于各向同性。 

 

下面介绍扩散方程的推导以及如何引入 Dipole对其进行求解的具体过程。 

扩散方程推导 

在扩散理论的假设下，辐射亮度可以使用其球面矩来分解为两项之和，

即使用零阶球面矩和一阶球面矩之和近似辐射亮度。 

其零阶球面矩恰好是积分通量率（fluence rate）: ϕ(p) = ∫ 𝐿(𝑝, 𝜔)𝑑𝜔𝒮#  

其一阶球面矩是向量辐射照度： E}}⃗ (𝑝) = ∫ 𝜔𝐿(𝑝, 𝜔)𝑑𝜔𝒮#  

     因此近似后的辐射亮度表达式为： 

	 𝐿(𝑝, 𝜔) = I
aO
𝜙(𝑝) + b

aO
	𝜔}}⃗ ⋅ 𝐸}⃗ (𝑝)	 (7)	

     将该式代入 RTE，并要求等式两边的零阶矩和一阶矩相等，得到： 

    �
𝑑𝑖𝑣	𝐸}⃗ (𝑝) = (−𝜎)A + 𝜎:A)ϕ(p) 	= 	−𝜎K𝜙(𝑝) + 𝑄'(𝑝)

I
b
∇ϕ(p) = 	−𝜎)A𝐸}⃗ (𝑝) + 𝑄I(𝑝)

 

其中,QE(𝑝)代表介质发射光Lc(𝑝, 𝜔)的 i阶矩。 

上述两式联立可以消去变量 E，得到关于零阶矩ϕ(p)的方程，该方程就

是经典扩散方程： 

I
bM'A

𝛻,𝜙(𝑝) = 	𝜎K𝜙(𝑝) − 𝑄'(𝑝) +
I
M'*
𝛻 ⋅ 𝑄I(𝑝) (8) 

 一个常见的简化是假定介质中各方向发射光是均匀的，也就是QI(𝑝) = 0: 

 𝐷𝛻,𝜙(𝑝) = 𝜎K𝜙(𝑝) − 𝑄'(𝑝) (扩散系数𝐷 = I
bM'*
	)             (9) 

基于 Dipole求解扩散方程 

 假定表面是半无限平面，并假设光源是点光源的情况下，扩散方程的解

为： 



ϕ(p) =
Φ
4𝜋𝐷 �

𝑒HM'+=(2)

𝑟(𝑝) � 

 Φ 是点光源的辐射功率，r是到点光源的距离，σ%Z = �3𝜎K𝜎) 是有效传输

系数。 

 该方法利用在平面上下各放置一个点光源，构成对偶极子（dipole）的方式

来满足边界条件：其中真实光源放置在平面下距离为zZ =
I
M'*

 的位置，虚拟光源

放置在平面上方距离为zd = 𝑧= + 4𝐴𝐷的位置（其中,A = Ief,-
IHV.+

, 𝐹5=的定义参见前

一节）。 

 

图1-8 Dipole示意图，该图片来自 [7] 插图 

 在该设置下，可求解： 

 𝜙2 =
F
aOg

(N
/0'+.+)
5+

− N/0'+.1

51
)	 (10)	

  其中，dZ	𝑑h代表 p点距离真实光源、虚拟光源的距离。 

 进一步，可得到漫反射反射率R*: 

𝑅5 = −𝐷 î⃗ ⋅kii⃗ l(2)
5F%

= m*

aO
�𝑧=(𝜎)=𝑑= + 1)

N/0'+.+

M'*5+2
+ 𝑧h(𝜎)=𝑑h + 1)

N/0'+.1

M'*512
	�	 (11)	

 则多次散射 BSSRDF形式如下： 

𝑆5(𝑝> , 𝜔>; 𝑝9 , 𝜔9) =
I
O
𝐹)(𝜂, 𝜔>)𝑅5(‖𝑝> − 𝑝9‖)𝐹)(𝜂, 𝜔9)	 （12）	

 



渲染算法 

 实际渲染中，在给定出射点的情况下需要采样附近的入射点，原文给出的

方法是向光源发射阴影光线，得到同物体上的交点作为入射采样点，为提高采

样效率，建议使用𝜎)=𝑒HM'+5作为采样的概率密度分布函数。 

 

总结分析 

 该方法是第一个将扩散理论引入半透明材质渲染的工作，并提出解析式的

BSSRDF表达式。缺点是其假定表面是半无限的、匀质的，并且该模型没有对入

射方向、出射方向的影响考虑在内。 

 

� 2002年 Jensen 等提出的层次化积分加速模型 [8] 

该工作在对偶极子模型基础上，提出两趟高效求解扩散近似的技术，并

利用层次化积分技术加快计算，因此该方法也称为快速对偶极子模型。 

根据对偶极子模型，某一点处辐射出射度表示为： 

𝑑𝑀9(𝑥9) =
5F%(n%)m*

aO
�𝐶I

N/0'+.+

5+#
+	𝐶,

N/0'+.1

51#
�	 （13）	

    其中，𝐶I = 𝑧= .𝜎)= +
I
5+
/ , 𝐶, = 𝑧h(𝜎)= +

I
51
) 

两趟求解算法： 

� 第一趟 

基于泊松圆盘采样技术在物体表面获得均匀采样点（该采样技术介绍参

见第一节），并且所需采样的数目和几何参数、光照、材质等均有关

系，每个采样点处需记录其位置、面积（均匀采样的话该面积等于总面

积除以采样数）、辐射照度估计值等。 

� 第二趟 

基于层次化的技术来快速求解辐射出射度： 

数据结构 

其数据结构使用八叉树，每个节点代表其所有子节点的照明贡献。中间节

点需要存储该节点内总的辐射照度Ed、面积Ad、平均位置pd（按照每个子



节点的辐射照度作为加权权重），而每个叶子节点存储不超过 8个的采样

点数据。 

渲染算法 

为计算某个点 x处的出射辐射亮度LD： 

1. 从根部开始遍历八叉树； 

2. 对每个节点： 

a) 若其是叶子节点或者足够小1则直接利用该节点数据求解，计算方法

为： 

𝑀9,2(𝑥) = 𝐹5)(𝑥)
𝑑𝑀9(𝑥)
𝛼A𝑑Φ>(𝑥>)

	𝐸2𝐴2	 

其中，x是待求点位置，p是入射采样点位置，dMD见公式(13)； 

b) 否则，递归调用每个孩子节点进行求解（若 x位于该节点代表区域

的内部，也总是递归求解）； 

3. 遍历完成后，得到总的MD,需要将其转换为出射辐射亮度LD，𝐿9(𝑥, 𝜔) =

V'(n,4)
V.+(n)

o$(n)
O
	 

总结分析 

 该方法在不引起明显误差的情况下，显著的提升了经典对偶极子模型的渲

染效率，并且可以适用于所有基于辐射照度的半透明材质渲染算法。 

 

 下面介绍几种在对偶极子模型基础上做出改进和修正的模型。 

� 2005 Jensen等提出的多偶极子（multipole）模型 [9] 

之前的对偶极子模型基于一个重要的假定：表面是半无限大的，而该假

定在很多情况下并不成立，比如对于薄板或者多层的半透明材质就不满足

该假定。 

 
1 “⾜够⼩”的度量标准： 遍历节点内所有采样点，计算下⾯物理量的最⼤值：Δw = !!

‖#$%"‖#
	，若该值⼤于

某个给定的误差容限，则认为不够⼩，需要递归调⽤⼦节点计算；否则，认为其⾜够⼩，可以直接计算。 



该文章提供多偶极子模型，来求解薄板情况下的扩散方程解，并结合薄

板的结果和 Kubelka-Munk理论来对多层材质建模。 

 
图1-9  半无限平面下的对偶极子（左）  薄板下的多偶极子（右） 

该图片来自[9]插图 

 

在经典对偶极子模型的基础上，修改边界条件来满足薄板假定（其厚度

为 d）1： 

𝜙(𝑟) + 2𝐴𝐷
𝜕𝜙(𝑟)
𝜕𝑧 = 0		𝑎𝑡	𝑧 = 𝑑 

  多偶极子模型通过 2n+1个对偶极子来代替原来的 1个对偶极子使之满

足新的边界条件（如图 1-8所示），其中对偶极子的位置： 

𝑧=,> = 2𝑖(𝑑 + 2𝑧Q) + 𝑙  

𝑧h,> = 2𝑖(𝑑 + 2𝑧Q) − 𝑙 − 2𝑧Q , 𝑖 = −𝑛,… , 𝑛  

     其中，zp = 2𝐴𝐷 

     此时，总漫反射反射率和透射率计算如下： 

𝑅5(𝑟) =l
𝛼A𝑧=,>w1 + 𝜎)=𝑑=,>x𝑒HM'+5+,%

4𝜋𝑑=,>b
−
𝛼A𝑧h,>w1 + 𝜎)=𝑑h,>x𝑒HM'+51,%

4𝜋𝑑h,>b

^

H^

 

𝑇5(𝑟) =l
𝛼A(𝑑 − 𝑧=,>)w1 + 𝜎)=𝑑=,>x𝑒HM'+5+,%

4𝜋𝑑=,>b
−
𝛼A(𝑑 − 𝑧h,>)w1 + 𝜎)=𝑑h,>x𝑒HM'+51,%

4𝜋𝑑h,>b

^

H^

 

 

1 作为对比，原边界条件为：𝜙(𝑟) − 2𝐴𝐷 Pl(=)
Pq

= 0	𝑎𝑡	𝑧 = 0. 

 



  而对于多层的材质，混合反射和折射即可： 

𝑃5(𝑟) =
1
2
(𝑛9 ⋅ 𝑛> + 1)𝑅5(𝑟) +

1
2
(1 − 𝑛9 ⋅ 𝑛>)𝑇5(𝑟) 

渲染方法 

 多偶极子可以采用光线跟踪采样的方法进行实现，也可以采用快速对偶极

子模型中的层次化加速方法，唯一的区别在于需要对一系列的对偶极子的贡献

进行求和后得到结果。 

 

� 2011年 d’Eon及 Irving等提出的量子对偶极子模型 [10] 

经典对偶极子模型中，漫反射径向基函数R* 仅与积分通量率的梯度(𝑛}⃗ ⋅

𝛻}⃗ 𝜙(𝑝))有关，与其本身ϕ(p)无关：公式表示为： 

R*(𝑝) = 𝐶l𝜙(𝑝) + 𝐶0(−𝐷w∇}}⃗ ⋅ 𝑛}⃗ x𝜙(𝑝))	而 Cr = 0, Cs = 1 

d’Eon及 Irving等从医学物理学、天体物理学等领域引入关于扩散理论

的改进，包括更精确的反射参数 A、改进的扩散方程及更精确的辐射出射

度的计算。需要指出的是，该工作同之前的经典对偶极子模型一样，仍然

假定光线是垂直于表面入射来进行建模和计算的。 

 更精确的反射参数 A 

  𝐴(𝜂) ≈ Ie,t#(u)
IH,t4(u)

，其中，𝐶I	𝐶,采用有理近似得到，具体表达式参见附

录。 

改进的扩散方程 

−𝐷v∇,𝜙(𝑝) + 𝜎K𝜙(𝑝) = 𝛼A𝑄'(𝑝)，𝐷v =
1
3𝜎)A

+
𝜎K
3𝜎)A,

 

  在此基础上，推导辐射出射度： 

𝜙v(p) =
𝛼A

4𝜋𝐷v
(
𝑒HM'+5+)
𝑑=

−
𝑒HM'+51
𝑑h

) 

𝑟5,v(𝑝) =
1
4 w1 − 2𝐶I

(𝜂)x𝜙v(𝑝) +
1
2 (1 − 3𝐶,

(𝜂))(−𝐷vw∇}}⃗ ⋅ 𝑛}⃗ x𝜙v(𝑝)) 



 进一步，该工作将对偶极子模型中的点光源扩展为光束光源，光束光源下

的漫反射径向基函数： 

𝑅5,v(𝑝, 𝜔) = F 𝑟5,v(𝑝, 𝑡)𝑄(𝑡)𝑑𝑡
\

'
, 𝑄(𝑡) = 𝛼A𝜎)A𝑒HM'A) 

 该公式没有闭式解，该工作中使用高斯函数和来近似求解，而 Habel等人

[11] 指出该积分可以通过蒙特卡罗采样的方法来直接高效求解。 

 渲染中，可以采用蒙特卡罗采样的方式计算，但由于该方法考虑到了入射

光方向的影响，无法直接采用快速对偶极子模型中的层次化加速方法。 

 

� 2007年 Donner,Jensen等提出的光子扩散模型 [12] 

之前基于扩散方程近似的方法都只适用于匀质的、高吸光度的半透明材

质，并且无法模拟诸如内部散射、体焦散、体阴影等效果。 

该方法基于向半透明材质内部发射光子并基于这些光子的信息来层次化的

计算积分，从而得到出射辐射亮度。 

该方法引入四偶极子（quadpole） 扩散近似来对直角边处的扩散行为

建模、以及一个衰减核来对光源附近的多次散射进行准确近似。 

 

该方法的渲染的方法和效率与蒙特卡罗光线跟踪实现的经典对偶极子模

型一致，但可以更好的捕捉半透明全局照明效果，并可以处理斜入射、复

杂几何体边界等情况。 

 

� 2014 年 Frisvad, Hachisuka等提出的方向对偶极子模型 [13] 

该方法基于Menon等人 [14] 提出的一种新的扩散方程的解来渲染半透明

材质，该方法是第一个可以将入射光方向考虑在内的解析式模型。 



该方法的主要思路是基于新的扩散方程解（对于某条光线，而非某个点），使

用光线源代替经典对偶极子模型中的点光源，从而推导出漫反射径向基函数的

表达式1。 

 
图1-10  经典对偶极子（左）和方向对偶极子（右）对比 

该图片来自 [13] 插图 
 

该方法可以使用蒙特卡罗采样的技术进行求解，和经典对偶极子模型的区

别在于需要存储每个采样点的入射光线方向信息，论文中指出可以使用

exp	(−σ%Z𝑟)作为俄罗斯轮盘技术的接受概率。 该方法由于包含采样点的入射方

向信息，无法直接使用层次化积分技术，而需要把辐射照度采样过程的每个采

样都存储起来。 
 

从 Jensen等提出经典的对偶极子模型开始，后续发展出诸多的改进算法，

由于此类方法实现容易、渲染效率高，并且可以实现较好的半透明材质效果，

被广泛应用于渲染中。而接下来要介绍的方法则进一步放宽了对于材质、表面

等的约束， 

1.2.2.2 预计算方法 

本小结将介绍两种典型的基于预计算来渲染半透明材质的方法，其中

Donner等人的工作是本工作的基础。 

� 2012年 Yan等提出的基于球面高斯近似的预计算方法 

 
1 具体推导这⾥不再赘述，推导的过程和经典对偶极⼦模型、量⼦对偶极⼦模型等类似。 



该工作使用球面高斯函数来表示环境光照，并基于 d’Eon和 Irving等人量子

对偶极子模型中的漫反射辐射出射度表达式来得到解析式的渲染方法。 

球面高斯 

𝐺(𝑖; 𝑖8 , 𝜆) = expw𝜆(𝑖 ⋅ 𝑖8 − 1)x , 𝑖8是球中心, 𝜆是其半径 

球面高斯函数可以很好的近似环境光照，并且在乘法运算下封闭，

其积分、卷积也存在解析表达，故被广泛用于图形学渲染中。 

多次散射 

𝐿g(𝑥9 , 𝑜) = F 𝐺w𝑖′; 𝑖Y′, 𝜆Y′x �𝐹F 𝑄(𝑠)𝑅5(𝑑)
\

'
𝑑𝑠�

C
𝑑𝑖′	

   其中，𝑅5(𝑑) = 	 w𝐶l𝜙(𝑑) + 𝐶0(−𝐷(𝑛 ⋅ 𝛻𝜙)(𝑑))x 

而基于扩散近似的积分通量ϕ(d)表达式如下： 

𝜙(𝑑) =
1
4𝜋𝐷 ⋅

𝑒H
wM5g 5

𝑑 , 𝑑 = �𝑠, + 𝑟, − 2𝑠𝑟(𝑖A ⋅ 𝑖,)	

代入后可以将𝐿g分解为两项: 

𝐿g(𝑥9 , 𝑜) = 𝐹𝐶l𝐿l + 𝐹𝐷𝐶0𝐿0 

𝐿l = F F 𝐺w𝑖A; 𝑖YA, 𝜆YAx𝑄(𝑠)𝜙(𝑑)
\

'
𝑑𝑠

C
𝑑𝑖′	

𝐿0 = F F 𝐺w𝑖A; 𝑖YA, 𝜆YAx𝑄(𝑠)(−𝑛 ⋅ 𝛻𝜙)	(𝑑)
\

'
𝑑𝑠

B
𝑑𝑖′ 

其求解基于以下方法： 

- 使用球面高斯函数近似ϕ(d); 

- 基于指数函数拟合内部积分项，并通过制表的方法来存储拟合参数； 

 

单次散射 

𝐿(I)(𝑥9 , 𝑜) = 𝜎:F 𝐹)𝐸(𝑠A)	
\

'
F𝑝𝐺w𝑖A; 𝑖YA, 𝜆YAx𝐸(𝑠)𝑉(𝑖′)𝑑𝑖′
B

𝑑𝑠′ 

其中 p是相函数，G代表折射后的入射光，E代表衰减项，V是可见性项，

s’代表出射点xD处折射光线路径的长度。将入射光和衰减项都使用球面高斯



函数近似，最终可以得到内部积分的解析表达，而外层的积分表示对折射

方向进行采样来计算积分，容易在光线跟踪渲染器中实现。 

 

� 2009年 Donner, Jensen等提出的经验 BSSRDF模型 [16] 

该方法基于向材质发射光子的模拟过程来采集原始数据，建立离散的表格数

据，并基于二维投影中椭圆向圆转变的趋势提出基于椭圆坐标系的表达式进行

拟合，最后将拟合数据制表用于渲染。 

 
图1-11  BSSRDF相关物理量，该图片来自 [16] 插图 

首先将 BSSRDF从 12维缩减到 8维： 

𝑆(𝑥[}}}⃗ , 𝜔[}}}}⃗ ; 𝑥9}}}}⃗ , 𝜔9}}}}}⃗ 	|𝜎:, 𝜎K , 𝑔, 𝜂) ≈ 𝑆(𝜃> , 𝑟, 𝜃:, 𝜃9 , 𝜙9|𝛼, 𝑔, 𝜂) 

接下来通过模拟方法，采集数据，数据的维度为{𝜃> , 𝑟, 𝜃:, 𝛼, 𝑔, 𝜂, 𝜃9 , 𝜙9}： 

𝜃> ∈ {0, 15, 30, 45, 60, 70, 80, 88} 

𝑟 ∈ {0.01, 0.05, 0.1, 0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 1, 2, 4, 8, 10} 

	𝜃: ∈ {0, 15, 30, 45, 60, 75, 90, 105, 120, 135, 150, 165, 180} 

𝛼 ∈ {0.01,0.1,0.2,0.3,0.4,0.5,0.6,0.7,0.8,0.9,0.99} 

𝑔 ∈ {−0.9, −0.7, −0.5, −0.3,0,0.3,0.5,0.7,0.9,0.95,0.99} 

𝜂 ∈ {1,1.1,1.2,1.3,1.4} 

      ωD(𝜃9 , 𝜙9) 则采用 HEALPix格式对球面进行 6208个均匀采样 

该文章提出的解析式表达： 

𝐻w𝜔9; 𝜔2NKx , 𝑠2, 𝑘:¯𝛤x = 𝑘:𝑒Hx6yHx)z𝐹)(𝜔9 , 𝜂)	 （14）	



 其中，𝜔9代表出射方向，𝜔2NKx代表出射强度最大的方向，𝑠2代表对称平

面，kJ是用于缩放整个分布（保证ω{cG|处的值和模拟数据一致），Γ =

{ae, aH, be, bH, kc, k"}表示其它的模型参数（控制形状、不对称程度、各向异性

程度等）。 

 

而µ	χ则基于椭圆坐标系，首先对于给定方向θD, 𝜙9获得其二维圆盘投影坐标： 

𝑥5 =
2𝜃9
𝜋 𝑐𝑜𝑠𝜙9 

𝑦5 =
2𝜃9
𝜋 𝑠𝑖𝑛𝜙9 

根据(x*, 𝑦5)可以求出其椭圆坐标系内的坐标(µ, ν): 

𝑥5
𝑎± + 𝑖

𝑦5
𝑏± = cosh	(𝜇 + 𝑖𝜈) 

而  𝜒 = �𝑥5, + 𝑦5, 。 

 该工作中使用迭代的优化算法对上述模型的参数进行拟合优化，得到每个

输入变量(𝜃> , 𝑟, 𝜃:, 𝑔, 𝜂, 𝛼)对应的ω{cG|}}}}}}}}}}}⃗ 	𝑠2}}}⃗ 	𝑘:	Γ⃗ 数据用于渲染。 

 

渲染方法 

该方法可以使用蒙特卡罗采样的方式进行计算，但无法直接使用层次化积分技

术（需要进行一定的修改）。 

具体的每个采样贡献计算如下： 

- 根据𝑔, 𝛼, 𝜂对原始表格数据进行插值； 

- 计算模型所需的变量: 

𝑋⃗ = 𝜔[}}}}⃗ − (𝜔[}}}}⃗ ⋅ 𝑛[}}}⃗ )𝑛[}}}⃗  , 𝑍 = 𝑋⃗ × 𝑛[}}}⃗   

𝜃> = cosHI(𝜔[}}}}⃗ ⋅ 𝑛[}}}⃗ )  

					𝑟 = (𝜎K + 𝜎:)‖𝑥9}}}}⃗ − 𝑥[}}}⃗ ‖	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 (15)	

𝜃: = tanHI .(n$iiii⃗ Hn7iii⃗ )⋅~⃗
(n$iiii⃗ Hn7iii⃗ )⋅�i⃗

/  



- 根据θE, r, θJ对数据进行进一步的插值,得到模型需要的参数

𝜔�2NKx , 𝑠2, 𝑘:, Γ； 

- 计算出射方向的球面坐标，完成 BSSRDF计算: 

𝑋�}}}}⃗ = 𝑛9}}}}⃗ × 𝑍⃗ ，𝑍�}}}}⃗ = 𝑋�}}}}⃗ × 𝑛9}}}}⃗   

𝜃9 = 𝑐𝑜𝑠HI(𝜔9 ⋅ 𝑛9)	 	 	 (16)	

𝜙9 = tanHI .(4$iiiiii⃗ H(4$iiiiii⃗ ⋅^$iiiii⃗ )^$iiiii⃗ )⋅~8
iiiii⃗

(4$iiiiii⃗ H(4$iiiiii⃗ ⋅^$iiiii⃗ )^$iiiii⃗ )⋅�8iiiii⃗
/  

 

 神经网络基本内容 

神经网络是一种常用的机器学习方法，在计算机视觉、自然语言处理等诸多领

域取得了巨大的进展和成功。实验中使用了多层感知机网络来完成数据的拟

合，下面将简单介绍多层感知机网络的基本构造。 

 

神经元 

 
图1-12  神经元示意图 

其中，𝑎I~𝑎^为输入变量； 𝑤I~𝑤^为各个“突触”的权重；b 为该神经元

的偏置；f为激活函数（非线性函数，常用的包括 sigmoid函数、tanh函数、

relu函数等）；tw为输出变量。 

 

多层感知机网络 



 由三层以上（包含输入层、输出层以及隐层）的神经元连接而成的网状结

构，其中每层的神经元都和前后层的每个神经元有连接关系（即每层都是全连

接的）。隐层中每层神经元数目叫做该网络的宽度，网络的层数叫做其深度。 

 

图1-13  多层感知机示意图 
 

多层感知机网络通过随机梯度下降算法完成训练和学习过程，其中梯度的

计算使用反向传播算法。梯度下降算法即在每轮计算后将权重按照梯度下降的

方式进行调整，不断迭代该过程，直至最终损失函数小于给定值。 

 

反向传播算法 

记号说明：𝑥表示输入，a�代表第 l层的输出值（应用激活函数后，激活前记

作z�）,w�, 𝑏�分别代表第 l层的权重和偏置，⨀代表阿达玛积（Hadamard 

product, 即矩阵或者向量中对应元素相乘）。 

1. 对输入 x，计算输入层的输出aI; 

2. 正向传播：对𝑙 = 2,3, … , 𝐿, 计算𝑧� = 𝑤�𝑎�HI + 𝑏� , 𝑎� = 𝜎(𝑧�); 

3. 计算输出层误差：𝛿? = ∇K𝐶	⨀𝜎A(𝑧?); 



4. 反向传播：对𝑙 = 𝐿 − 1, 𝐿 − 2,… , 2，计算𝛿� = ((𝑤�eI)�𝛿�eI)⨀𝜎A(𝑧�) ; 

5. 输出梯度值： Pt
P�9:

; = 𝑎x�HI𝛿Y� ,
Pt
PQ9

; = 𝛿Y� 

 

2 正文 

前一章介绍了真实感渲染的基本概念、半透明材质渲染的前人工作以及神

经网络的简要内容。本章将从研究目的、内容、方法流程以及和前人工作的联

系等方面入手介绍。简单而言，本文的工作基于 Donner, Jensen等人模拟产生

的数据以及模型，使用神经网络作为拟合工作，对该数据进行拟合，并将训练

好的神经网络模型用于验证和渲染。 
 

2.1 研究目的和动机 

半透明材质渲染的方法中，基于扩散理论的方法大多拥有完全解析的表

达式，渲染效率高，但它们大多需要进行一定的假设（对材质表面、材质

属性、入射光分布、出射方向等），而这些假设在某些条件下很难成立，

因此都拥有一定的局限性。 

Donner等人 2009年的经验模型中，包含了入射方向、出射方向的因

素，并且基于发射光子模拟的手段获得数据，结果较为准确。但该工作有

两个缺陷： 

3. 基于表格数据插值来计算，数据量大： 

原始模拟数据总共有大约 70GB，而拟合后的模型参数数据大约有

300MB。 

4. 更重要的一点在于，拟合数据的过程中，按照等高线进行逐层拟合，直

至误差小于 1%则结束迭代。该方法的问题在于虽然可以针对固定的

θE, 𝜃:, 𝑟, 𝑔, 𝜂, 𝛼，将出射方向θD, 𝜙9的分布拟合的很好，但对于那些值较

小（比如小于最大值 10%的值）的出射方向，其相对误差会很大（原因

在于：这些出射方向的值对最终的误差影响较小，故即使较大的相对误

差也对最终的结果没有太大的影响）。 



 

下面展示一个例子，分别选择不同出射方向绘制拟合模型、模拟数据随距离 r

变化的曲线，参数设置为θE = 45, 𝜃: = 150, 𝑔 = 0, 𝜂 = 1.3, 𝛼 = 0.99: 

  

𝜃9 = 45, 𝜙9 = 178 𝜃9 = 45, 𝜙9 = 22.5 

图2-1 不同出射方向 BSSRDF随距离 r变化曲线图 

左侧的方向十分接近最大出射方向，拟合出的结果和模拟数据十分接近；

而右侧的方向和最大出射方向距离较远，拟合出的结果比较差。 

因此我们希望可以使用神经网络更好的拟合 Donner等人提供的数据，以此

来达到更加真实、准确的渲染效果；预期的模型是“端到端”的网络，即输入

是{𝜃> , 𝜃:, 𝑟, 𝑔, 𝛼, 𝜂, 𝜃9 , 𝜙9} 八维向量，输出是对应的 BSSRDF值; 这样训练得到的

网络模型，可以很容易的集成到已有的半透明材质渲染实现中。 

 

 总之，本文提出的基于神经网络拟合数据的方法，首先可以压缩数据量，

其次可以获得更好的拟合效果。 

下面将介绍本文研究的主要内容。 

2.2 研究内容 

 拟合策略 

我们的第一项工作是对模拟数据进行拟合，其数据可以表示为(𝑥⃗, 𝑠)的形

式，其中x}⃗ = {𝜃> , 𝜃:, 𝑟, 𝑔, 𝛼, 𝜂, 𝜃9 , 𝜙9}代表 BSSRDF的变量，而s代表 BSSRDF的

值。 



由于神经网络模型表达力强且可以方便的利用 GPU进行加速计算等优点，

我们选择神经网络作为数据拟合的模型。 

 由于 BSSRDF模拟数据十分庞大、输入-输出对应关系复杂，并且不同输出

值之间的数量级差别很大（从 1e-15到 30），直接使用神经网络对其拟合难以

收敛，会导致网络着重于去优化少数绝对值很大的数据点，而导致更多的点处

拟合失败。 

 因此，我们参照 Donner等人提出的解析式模型的形式（参见公式 14），

提出我们的 BSSRDF公式为：S(pi, ωi, po, ωo) = a ⋅ eb，其中，a，b为待求系

数。 

 

神经网络无法直接对上式中的系数进行求解，我们提出的拟合策略为： 

5. 对模拟数据的每个二维切片（二维切片指固定其它参数不变，θD	𝜙9改

变而生成的子数据集），使用一个神经网络拟合其最大值的对数，记作

log	(maxE)，其中maxE代表第 i个切片的最大值； 

6. 同时，对模拟数据中每个数据，使用另一个神经网络预测其 BSSRDF值

和其所处二维切片最大值比值的对数，记作log(𝑠Y 	/	𝑚𝑎𝑥>), 其中s�指第

j个样本数据，maxE 代表第 i个切片的最大值（假定第 j个样本属于第 i

个切片）； 

该拟合策略下，每个数据的输出值s�A = a	exp	(𝑏), 其中 a是第一个神经网

络的输出的指数（代表每个切片最大值的预测值），b是第二个神经网络的输

出（代表每个数据和最大值的比例关系）。 

 

 而作为对比，Donner等人提出的解析式 BSSRDF公式中，比例因子kJ的含

义也是代表每个二维切片的最大值，而指数因子−kc𝜇 − 𝑘8𝜒中µ代表其所处等

高线的大小（参见图片 2-2所示），χ代表距离最大值点的距离，因此该指数因



子也可粗略的理解为每个数据点和最大值的比例关系。和该模型不同，利用神

经网络直接进行拟合，无需通过建模成椭圆坐标系来求解，有更大的自由度和

准确性。 

 

   
图2-2 椭圆坐标系示意图，该图片来自[16]插图 

 

 神经网络训练 

在确定好基本的拟合策略后，需要通过训练神经网络来完成拟合工作，而

训练过程中需要对数据进行预处理以及优化网络的结构来达到更好的拟合效

果。 

2.2.2.1 数据预处理 

我们使用的原始数据来自 Donner等人的附加材料1，包括模拟数据以及

拟合数据，我们这里仅使用模拟数据用于神经网络的训练（拟合数据仅用

于实现 Donner等人的算法用于对比使用），下面简单介绍一下基本的预处

理过程： 

 
1 数据在 ACM ⽹站上可以直接下载，⽹址为 http://dl.acm.org/citation.cfm?id=1531336 



由于原始数据是二进制文件（使用 Healpix格式1存储），需要进行特别的

读取操作，我们将数据首先转换成文本格式方便后续的处理。 

其次，我们将数据整理成{X; Y}的形式，其中每一条记录都包含输入X及输

出Y。 

最后，根据前面介绍的拟合策略，我们还需要进一步的处理： 

� 训练二维切面最大值的网络 

将每个二维切面内的数据全部聚合成一条记录，去掉输入中的

θD, 𝜙9变量，输出则是这些数据输出的最大值的对数。 

� 训练二维切面比值的网络 

修改每条记录的输出值，即每条记录除以它所处的二维切面的最大

值，再取其对数即可。 

   至此，我们已经可以得到用于训练两个网络的全部数据。 

   

 进一步观察发现，相当一定比例的数据输出值均非常小(例如 1e-10以

下)，这些值在渲染中难以有明显的贡献，但由于其取对数后绝对值很大，

会对神经网络的损失值造成很大的影响，因此我们在预处理中将极小的数

据过滤掉，采用的方法是将训练数据分成两部分，一部分是输出值较大

的，另一部分则是输出值很小的。第一部分的数据是我们要拟合的重点，

另一部分我们可以直接选择丢弃或者使用另外的网络去拟合它，然后通过

一个二分类的过程结合两套网络。 

 

2.2.2.2 神经网络结构及超参数的选择 

我们选择多层感知机模型进行拟合，为达到更好的效果，激活函数、学

习方法等的选择以及网络的宽度、深度、学习速率等超参数都需要在实验

验证中去确定。 

 
1 Healpix 是 Hierarchical Equal Area isoLatitude Pixelization 的缩写，⽤来产⽣球⾯的等⾯积均匀采样，具
体内容⻅ http://healpix.jpl.nasa.gov/ 



 

实验设计的方法就是为每个超参数设置一个梯度，在每个取值上进行一

次小规模的训练尝试，迭代一定轮数后记录其损失值，损失最小的取值作

为最终该超参数的取值。比如对于激活函数的选择，我们首先对原始数据

集进行一定的下采样生成子数据集，分别训练两个网络，其中一个使用

Tanh函数作为激活函数，而另外一个使用 Relu函数作为激活函数，迭代一

定轮数（例如 100轮）后观察二者的损失变化，选择更好的那个作为之后

拟合的激活函数。 

 

除了损失值外，还考察了在一些测试样本上模型预测的好坏来帮助我们

做进一步的选择。实验中，使用模型在某些样本点处生成二维 BSSRDF切片

的投影图片来作为其好坏的度量，这样做比单纯的损失值更加直观，且更

容易体现出模型预测的好坏。 

 

 半透明材质渲染的实现 

在神经网络拟合数据的基础上，我们需要将得到的模型应用到渲染当中

去。第一章中已经介绍过，半透明材质渲染算法大多基于蒙特卡罗光线跟踪或

者层次化加速技术来实现，我们的方法也不例外。下面具体介绍这两种渲染方

式的原理和方法。 

 

2.2.3.1 基于采样的方法 

半透明材质渲染方法容易集成到基于蒙特卡罗光线跟踪的程序当中，基

本思路是利用蒙特卡罗采样技术来求解渲染方程，参见公式(4)： 

𝐿9(𝑝9 , 𝜔9) = F F𝑆(𝑝9 , 𝜔9 , 𝑝> , 𝜔>)𝐿>(𝑝> , 𝜔>)|𝑐𝑜𝑠𝜃>|𝑑𝜔>
C7

𝑑𝐴 

 



其对应的蒙特卡罗估计量为： 

LDÈÈÈ = l𝑓x 	
S

xTI

=l
1
𝑁
𝑆w𝑝9x , 𝜔9x , 𝑝>x , 𝜔>xx𝐿>w𝑝>x , 𝜔>xx¯𝑐𝑜𝑠𝜃>x¯

𝑝w𝜔>xx𝑝(𝑝>x)

S

xTI

 

其中，𝑝(𝜔>x)代表采样某个入射方向的概率，𝑝w𝑝>xx代表采样某个入射

点的概率。 

实现中只需要在每个出射点处，得到若干个入射点的采样，然后计算贡

献值即可得到每个出射点的出射辐射亮度值的估计量。 

 

我们的渲染方法是两趟的算法，第一趟用于表面均匀采样，第二趟用于

渲染时计算出射辐射亮度。采用表面均匀采样可以简化实现，并获得同样

的渲染效果。 

 预处理 

第一趟是预处理步骤，负责获得物体表面（总面积为 A）的均匀采样点

(共N%D%G�个)，并记录每个采样点的入射辐射亮度值𝐿>、入射方向𝜔>、表面法

向量𝑛>、位置坐标𝑝>、采样的概率密度函数𝑝(𝜔>)、采样面积A{等。 

其中位置、法向量信息通过均匀采样例程已经可以获得，而入射方向和

入射辐射亮度则需要在每个点处向光源发射采样光线来获得，该过程在光

线跟踪中容易实现故不再赘述。我们在每个点处进行 32个入射方向及辐射

亮度的采样。另外由于是均匀采样，每个采样点的面积相等。 

渲染 

第二趟是渲染步骤，利用第一趟得到的入射点信息来计算出射辐射亮度

的蒙特卡罗估计量。 

具体来说，在每个出射点处，从入射点列表中随机选择 N个作为入射

点，然后应用俄罗斯轮盘技术决定每个入射点是否使用（接收概率为

exp	(−dσ%Z)）
1。  

 
1 接受概率是⼀个浮点数，⽽σ&'是三维向量，故渲染中⼀般取其三个分量中最⼩的值计算接受概率。 



而对于每个出射点、入射点对(𝑝> , 𝑝9)而言，按照 Donner等人论文中的

方式计算参数{𝜃> , 𝜃:, 𝑟, 𝑔, 𝛼, 𝜂, 𝜃9 , 𝜙9}（参见公式 15、16），然后使用

BSSRDF模型1 计算对应的 BSSRDF值S|，  

记L"DJ| =	 �<⋅|89:;|
2(4%)

 ，有𝑝w𝑝>xx =
I
7=
⋅ 7=
7
⋅ S
S'$'5;

= S
7⋅S'$'5;

, 

则对应的蒙特卡罗估计量的贡献值如下： 

𝑓x =
1
𝑁
𝑆x𝐿89:x

𝑝(𝑝>x)
=
𝑆x𝐿89:x 𝐴 ⋅ 𝑁)9)K�

𝑁 ⋅ 𝑁 =
𝑆x𝐿89:x 𝐴2𝑁)9)K�

𝑁  

需要注意的是，由于使用了俄罗斯轮盘技术来加速，需要修改f|如下： 

𝑓x =
𝑆x𝐿89:x 𝐴2𝑁)9)K�
𝑁	𝑝K882N)

=	
𝑆x𝐿89:x 𝐴2𝑁)9)K�

𝑁	𝑒H5M'+  

 

2.2.3.2 基于层次化加速的方法 

原始的层次化加速方法参见第一章中 Jensen等人 2002年提出的快速对

偶极子模型中的介绍，而该实现中预采样的过程中记录了每个采样点的辐

射照度，而辐射照度是对入射方向的积分，因此并不包含入射方向信息，

这就导致该方法无法直接应用到考虑入射光方向因素的模型当中，比如方

向对偶极子模型、embssrdf模型以及我们的模型。 

而通过对原方法进行一定改造就可以将入射光方向因素考虑在内，下面

具体介绍其内容 [13]。 

本方法同样是两趟算法，第一趟用于获得表面均匀采样点并建立八叉

树，而第二趟通过遍历八叉树来计算出射辐射亮度。 

  

 预采样 

 
1 ⽐如使⽤神经⽹络进⾏预测或者 Donner 等⼈提出的解析式模型对 BSSRDF进⾏求解，另外只使⽤其中
的部分参数也可以直接使⽤对偶极⼦模型、⽅向对偶极⼦等模型进⾏求解。 



每个采样需要保存的信息同之前基于光线跟踪的方法。之后利用这些采

样点信息建立八叉树，和之前快速对偶极子模型的区别在于不再存储辐射

照度采样，而是将辐射照度采样过程中的入射方向列表、入射辐射亮度列

表均存储起来。（为方便采样点的聚集，对每个采样点使用相同的一组入

射方向）； 

 

 渲染 

遍历八叉树的方法和快速对偶极子模型相同，区别在于计算每个节点的

BSSRDF值贡献时，需要对所有的入射方向进行遍历来计算。 

原快速对偶极子模型将方向、位置采样点均聚集为一个节点，而本方法

则仅将位置采样点聚集，方向需要通过遍历的方法考虑，因此速度会比原

方法慢，但仍明显快于直接遍历采样点进行计算。 

由于该方法带来的效率提升有限，且采样率不够会呈现明显的条带状瑕

疵，因此我们实验中，仅针对方向光源的情况对所有渲染算法实现了层次

化加速技术的版本，而对于其它光源条件下，则使用基于光线跟踪采样的

方法进行渲染（该情况下，采样不足会体现为噪音）。 

 

 以上就是我们工作的原理方法，主要介绍了拟合的整体思路和策略以及渲

染算法的实现方法。下面将详细介绍一下具体的流程步骤。 

 

2.3 实验方法和流程 

 拟合数据 

 

2.3.1.1 实验环境 

软件环境：  



我们采用了 Python语言的 Keras库 [17] 来搭建神经网络，并使用

Tensorflow [18] 作为其后端。 

 拟合实验在 Ubuntu 14.04 操作系统下进行。 

硬件环境：  

 训练过程在 GPU（图形处理单元）上进行，实验中用到两块 NVIDIA 

GTX1080来对训练加速。 

 

2.3.1.2 流程 

� 数据预处理 

预处理的具体步骤参见前一节的介绍。这里作一些补充说明： 

  原始数据（文本格式）大约为 35G，共 9.38e8条记录1； 

  数据过滤中，我们将取值大于 1e-6的作为较大的部分进行训练，其

他部分则舍弃; 

  对于训练最大值而言，数据量一共为 151008条数据，虽然可以直

接用于训练，实验中仍然采用了批量的方式输入数据，具体参见下

面介绍； 

  对于训练比值而言，数据量很大，无法直接放入内存（或 GPU显

存），需要通过 Keras提供的批量处理接口2。为方便文件读取效

率，我们将原数据文件分解成若干个文本文件，只考虑较大部分

（即将输出小于 1e-6的数据过滤）的话，每个文件包含 48423个

样本数据，共有 11413个文件。 

� 网络结构和超参数的确定 

 
1 这⾥指对于某个特定的折射率η⽽⾔，对整个数据集的话需要再乘 5.  
2 即 Keras库中 model.fit_generator ⽅法，具体参⻅ https://keras.io/models/sequential/ 



要确定参数和结构主要包括：激活函数、学习方法、网络宽度、深度以

及学习速率、衰减率等。 

 

通过实验对比，最终我们确定的网络结构为： 

 
图2-3 训练二维切片最大值网络结构 

 

!"#$%&'(A* !"#$% +

D$%#$% +

-A".A/0 !"#$% +

D$%#$% I22

3L%56'%5D" *AO$

-A".A/8 !"#$% I22

9$%#$% I22

3L%56'%5D" RAO$

-A".A/I !"#$% I22

D$%#$% I22

3L%56'%5D" *AO$

-A".A/; !"#$% I22

D$%#$% I22

3L%56'%5D" *AO$

-A".A/+ !"#$% I22

D$%#$% I22

3L%56'%5D" O5"A'*



 
图2-4 训练二维切片比值的网络结构 

而学习率初始化为 1e-4 ~ 1e-5之间，衰减率在 1e-5~1e-6范围内，

需要注意的是，学习率在学习过程中可以通过观察损失曲线来人为进行

调整和修正。 

 

� 训练网络并测试 
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在确定网络结构和超参数后，直接在 Keras中建立网络，并设置相

应的学习算法及参数，然后给定特定的数据产生器，即可开始训练。 

  训练中，除打印每趟的损失值外，我们还使用模型预测某个输入下

的二维切片投影图来进一步帮助我们判断收敛情况。 

 

2.3.1.3 其它问题 

训练中除之前介绍的通用的超参数选择外，由于采用批处理的方法进行

训练，批量大小(batch size) 也需要确定。除考虑批量大小对准确度的影响

外（批量越小越精确，但训练抖动会更严重），还需要考虑其对训练效率

的影响（批量越大，一般训练会越快）。 

另外，由于数据量过大，即使使用批量处理，训练一趟的时间也在 20

分钟以上，因此我们使用了下采样的方式来进一步加快训练过程，即随机

选择每个文件中 10%的数据用于训练。 

 

 渲染实现 

之前已经介绍过基于光线跟踪以及层次化加速技术实现半透明材质的原理

方法，这里将列举实现的流程步骤以及一些实现细节补充。 

2.3.2.1 实验环境 

我们将算法实现于开源渲染器Mitsuba [19] 中，以扩展其 subsurface

类的形式实现我们的算法，而光线跟踪的基础设施、物体表面均匀点采样

以及层次化技术中用到的八叉树结构等可以直接使用Mitsuba中的实现。 

Mitsuba是跨平台的渲染器，实验在Windows 10 及 Ubuntu16.04下进

行。 



由于神经网络前向传播中需要进行矩阵乘法的运算，因此我使用了开源

线性代数库 Eigen1来实现。 

 

2.3.2.2 流程 

基于光线跟踪采样的方法 

 我们将 embssrdf模型、对偶极子模型、方向对偶极子模型及我们的模型均

实现于该框架中，依靠一个整型变量来决定使用哪种渲染策略。下面是具体实

现步骤： 

� 预处理中，首先生成物体表面的均匀采样点，在每个采样点处获得 32

个入射光采样（包括入射光方向和辐射亮度2）；之后根据渲染方法的

不同，进行相应的初始化： embssrdf模型需要读取拟合数据并根据

g	α	η对表格数据进行插值；我们的模型则需要从文件中加载两个神经

网络；其它两种方法不需要其它的预处理步骤。 

� 渲染中，首先得到计算 BSSRDF需要的输入变量（比如θE, 𝜃:, 𝑟等），

然后随机选择均匀采样点中的若干个，借助俄罗斯轮盘技术来过滤较

远的采样点，然后计算每个被接受的采样点的贡献值。 

 

基于层次化加速的方法 

 如前面所述，我们仅针对方向光源条件下，实现这几种算法。在该简化

下，入射光方向对每个采样点都是固定量，因此我们只需要简单修改一下原始

的快速对偶极子模型即可：首先每个采样点需要额外保存法向量信息，其次需

要对每个节点内的法向量进行平均来得到节点的法向量。 

 下面介绍其流程： 

� 预处理中，同样是首先生成均匀采样点，然后建立八叉树结构，最后根

据渲染方法不同进行特定的初始化操作（同之前的方法，不再赘述）； 

 
1 Eigen 的信息介绍参照 eigen.tuxfamily.org/ 
2 为⽅便起⻅，这⾥保存的⼊射辐射亮度的值实际上是其乘以 cosine项后的结果。 



� 渲染中，通过遍历八叉树结构来得到出射点的辐射亮度，而计算每一个

节点的贡献值时：首先根据几何信息计算输入变量，然后利用该信息计

算 BSSRDF值，进而得到其贡献值。 

该方法中，我们同样实现了对偶极子模型、方向对偶极子模型、embssrdf

模型以及我们的模型，它们的区别仅存在于计算 BSSRDF的方法不同，所使用

的渲染流程是完全一致的。 
 

3 结论和讨论 

前一章从我们研究动机出发，介绍了拟合数据的策略方法和两种渲染策略

的原理和过程，本章将展示实验得到的结果，包括拟合结果分析及渲染结构展

示两部分，来证明我们模型的准确性。 

3.1 拟合结果 

 神经网络训练误差 

预测二维切片最大值的网络最终训练误差为 0.00090，而预测比值的网络最

终训练误差为 0.030；此外，针对 g=0（代表各向同性）的情况，预测比值的网

络训练误差可以降到 0.00166左右。 

由于训练数据为离散的表格数据，并且不适合直接插值来生成新数据，因

此没有测试集可以使用（所有的数据都作为训练数据使用，以提高结果准确

性）。因此，我们将从其它方面入手，验证该模型的准确性。 



 

 
图3-1 图 a展示了训练二维切片最大值过程中损失值下降曲线 

图 b展示了迭代 2000趟之后的局部。 

 



 
图3-2 训练二维切片比值的损失下降曲线 

 

 BSSRDF随距离 r变化曲线 

这里将展示不同参数设置下，BSSRDF值随着距离 r（入射点和出射点间距

离）变化而变化的曲线图。其中，出射方向的因素将在下一小节专门考察，因

此这里固定ω}}⃗ = (𝜃9 , 𝜙9) = (0.785,0.393); η对结果影响比较平缓，因此固定为

η = 1.3; 换言之，变化的参数包括θE, 𝜃:, 𝛼, 𝑔,： 

 图 1和图 2对比展示了吸光度的影响（低吸光度的情形是传统基于扩散理

论无法捕捉的），图 3和图 5则展示了各向异性因子的影响，图 4展示了入

射、出射点几何关系（θE, 𝜃:）的影响。 

 



 

𝛼 = 0.99 

𝑔 = 0 

𝜃> = 0.785 

𝜃: = 2.618 

 

 

 

 

𝛼 = 0.3 

𝑔 = 0 

𝜃> = 0.785 

𝜃: = 2.618 

 

 

 

 

𝛼 = 0.5 

𝑔 = 0.7 

𝜃> = 0.785 

𝜃: = 2.618 

 

 



 

 

𝛼 = 0.5 

𝑔 = 0 

𝜃> = 1.536 

𝜃: = 0.785 

 

 

𝛼 = 0.5 

𝑔 = −0.9 

𝜃> = 1.536 

𝜃: = 0.785 

 

 
图3-3 不同参数下，三种方法得到的 BSSRDF随 r变化曲线 

 

可以看出，在各种参数设置下，我们的模型都保持了和模拟数据变化趋势

的一致性并且取值也十分接近，而作为对比，embssrdf模型则在某些情况下会

出现趋势不一致（比如震荡），并且取值上也有较大的误差。 

 

需要注意的是，存在少数情况下，训练模型会出现比较大的偏差，一般出

现在整条曲线取值很小且很平缓，比如下图所示的情形中模拟数据中最大值也

只有 2e-6，难以准确预测。 



 
图3-4   参数设置为：𝛼 = 0.5 𝑔 = 0.9 𝜃# = 0.785 𝜃' = 2.618 

 

 二维投影图拟合结果1 

参考 Donner等人的工作，这里将展示可视化 BSSRDF二维切片投影到单位

圆盘上的结果。图 x-x 展示了不同参数设置下的结果对比。最左侧列是参数设

置说明2，第二列代表模拟数据的结果，第三列代表 Donner等人 embssrdf模型

的结果，第四列是我们提出的基于神经网络的模型的结果，最右侧列代表颜色

映射。 

具体来说，该示意图生成的时候需要将半球面映射到圆盘上；对单位球面

上一点ωD}}}}}⃗ = (θD, 𝜙9)，将其映射到单位圆盘上(x*, 𝑦5), 该映射关系如下： 

𝑥5 =
2𝜃9
𝜋 𝑐𝑜𝑠𝜙9 , 𝑦𝑑 =

2𝜃9
𝑝𝑖 𝑠𝑖𝑛𝜙9 

对于模拟数据结果图的生成，需要注意的是，同 Donner等人利用光子追踪

模拟产生结果不同，我们使用离散的表格数据进行简单的插值后生成示意图，

由于该表格将半球面分成 6208块，因此分辨率有限。 

 
1 该结果的⽣成可以参考附录中的代码。 
2 为⽅便起⻅，下⾯的示意图的参数中折射率η均为 1.3，不再⼀⼀罗列。 



对于 embssrdf模型结果图的生成，采用和渲染相同的方法，即在表格中插

值确定参数后，使用解析式公式生成。 

对于神经网络模型结果图的生成，这里可以忽略预测最大值的网络，而只

使用预测比值的网络进行绘制（因为绘制图片的时候会进行归一化）。 

颜色映射中，蓝色代表最小值零，而红色代表最大值 1，具体映射过程中，

以蓝、青、绿、黄、红1为边界点分成 4个区间，在区间内部使用线性插值。 

 

     

 
1 这⼏种颜⾊的 RGB值为：蓝（0，0，1），⻘（0，1，1），绿（0，1，0），⻩（1，1，0），红（1，0，
0） 

参数 模拟数据 原模型 神经网络模型 颜色 

𝜃> = 30° 

𝜃: = 0° 

𝑟 = 4	 

𝛼 = 0.6 

𝑔 = 0 

 

    

𝜃> = 30° 

𝜃: = 0° 

𝑟 = 4	 

𝛼 = 0.6 

𝑔 = 0 

 

    



 

从上面的结果中可以看出，对于各种参数设置，我们的基于神经网络的模

型都可以准确的捕捉该二维切片上的值，并且比原 embssrdf模型要更加接近模

拟数据模型。 

下面列出每种情况下 embssrdf模型和我们的模型的均方误差值（RMS）1，

其中每个数据都保留 4位有效数字，计算方法为： 

 
1 表格中的数据和 Donner 等⼈论⽂中的并不⼀致，原因在于⽤于参考的模拟结果，我们是使⽤离散数据
插值得到的，因此误差都会相应的⼤⼀些，但不影响其⽐较。 

𝜃> = 30° 

𝜃: = 0° 

𝑟 = 4	 

𝛼 = 0.6 

𝑔 = 0 

 

    

𝜃> = 30° 

𝜃: = 0° 

𝑟 = 4	 

𝛼 = 0.6 

𝑔 = 0 

 

    

𝜃> = 30° 

𝜃: = 0° 

𝑟 = 4	 

𝛼 = 0.6 

𝑔 = 0 

 

    

图3-5 不同参数设置下二维投影图结果 



𝑅𝑀𝑆 = Ë∑ (𝑥> − 𝑥>′),^
>T' 	

𝑛  

另外，下面的数据表示了 BSSRDF的 RMS值，其单位是𝑚H,𝑠𝑟HI. 

表3-1 RMS结果对比 

编号 Embssrdf模型 我们的模型 

1 2.243e-005 4.847e-006 

2 0.002060 2.941e-4 

3 7.322e-6 4.491e-6 

4 9.592e-6 1.296e-6 

5 0.0001330 1.129e-5 

 

 
图3-6 RMS百分比示意图 
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从上面的 RMS结果也容易发现，在各种参数设置下，我们的模型均拥有更

小的 RMS值，即有更好的拟合效果。 

 

3.2 渲染结果 

本节将展示在实际渲染中，该模型和其它模型的对比。 

 简单场景渲染结果 

本部分通过对简单形体（球体、立方体）进行半透明材质的渲染来展示不

同渲染方法的结果。 

3.2.1.1 场景设置 

具体的场景相机、光源参数可以参考附录中的Mitsuba场景格式文件。

这里采用阴影的方式直观展示。 

 

下图中展示了球体和立方体的场景设置，注意在真正渲染的时候会变化

相机使物体在成像平面中央。 

  
图3-7 场景、光照示意图 

 

 



3.2.1.2 球体、立方体结果展示 

下面的结果中，单次散射结果使用光线跟踪算法直接得到，再累加到半透

明材质渲染的多次散射结果中。 

球体和立方体都是几何上非常简单的形体，适合于进行多种材质的简单验

证。 

     

     

     

     

     

     



图3-8 第一列是对偶极子模型的结果，第二列是方向对偶极子模型的结果， 
第三列是 embssrdf模型的结果，第四列是我们的结果，第五列是用于参照的光线跟踪结果。
材质从第一行到最后一行分别是：Juice、Salt powder、Ketchup 、Skin1、Potato、White 

Grapefruit Juice   

 

    

    

    

图3-9 第一列是对偶极子模型的结果，第二列是 embssrdf模型的结果， 

第三列是我们的结果，第四列是用于参照的光线跟踪结果。 
材质从上到下依次是 Juice、Salt powder、Skin1。 

 

从上面的球体、立方体渲染结果可以看出，我们的模型适用于多种材质的

渲染。其中包括吸光度很大的材质：Skin1、Potato、White Grape Juice，以及

吸光度较小的材质：Juice、Salt Powder、Ketchup。 



我们可以观察得出，对于吸光度较大的材质，基于扩散的方法也可以取得

很好的近似结果，而对于吸光度较小的材质，它们的结果则误差相对较大。 

 

 复杂几何体渲染结果 

这里展示复杂几何体的半透明材质渲染结果，我们选择斯坦福 Bunny模型

[20]作为渲染的模型。场景设置和之前类似，仍然采用方向光源。下面展示了

具体的渲染结果： 

   

   

   

RMS:0.0522 RMS:0.0345 

RMS:0.2004 RMS:0.0496 

RMS:0.0622 RMS:0.0290 



图3-10 Bunny模型渲染结果，从左到右分别代表 Dipole模型、我们的模型以及 
光线跟踪参考。而第一行代表 Juice材质，第二行代表 Salt Powder材质，第三行为 Ketchup材质。 

 

 

从上面的图片中可以看出，在我们选取的几种吸光度较低的材质渲染中，

我们的模型结果 RMS要更小，也就是说我们的模型比对偶极子模型的结果要更

加准确。 

但需要注意的是，由于数据采集过程中假定了物体表面是无限大半平面，

因此在较薄的区域、拐角处等会高估出射亮度，Bunny的耳朵、脚趾等较薄的

区域可以看出这一问题。 

 

 全局光照渲染结果 

前面展示的结果均是局部光照下的结果，而本方法是可以直接应用于全

局光照下的。本节将以经典的 Cornel box以及 Dragon模型为例进行展

示： 

 

cornel box渲染结果（color bleeding）： 



 

图3-11 Dragon模型在环境光照下的渲染结果，材质为 Juice。 

 上面的结果展示了本方法用于全局光照下半透明材质的渲染效果。其中，

Cornel box中可以看出典型的全局照明效果：颜色泄漏（Color bleeding现象）

（即某个物体的颜色值不仅受到其自身着色性质的影响还会受到其周边物体的

影响）；Dragon的例子中展示了使用环境贴图作为光照下的渲染结果。 

  

3.3 讨论和展望 

我们使用神经网络对 BSSRDF数据进行了拟合并将其实现在渲染当中，

并且从拟合结果、渲染结果中证实了其有效性和准确性。 

 不足 

我们的模型的缺点主要有两点：首先是渲染速度慢，由于神经网络在前

向传播过程中需要计算多次矩阵的乘法运算，运行效率低，导致基于此的

渲染方法速度也较慢； 



表3-2 运行 100000次 BSSRDF求解函数的时间对比1 

对偶极子模型 Embssrdf模型 我们的模型 

0.47 ms 47 ms 15281 ms 

 

其次是受限于原始数据的间隔，超出取值最小或者最大后预测将不再准

确，比如某些物体吸光度存在大于 0.99的情况，由于原数据中最大吸光度

仅为 0.99，故这种情况下 embssrdf模型和我们的模型得到的渲染结果的准

确度会降低。 

 

 展望 

我们的方法的主要问题在于神经网络规模较大而导致渲染速度慢以及原

始数据采集的局限性（比如假定材质匀质、水平且假定是无限大半平

面）。第一个问题可以考虑将矩阵乘法利用 GPU进行加速或者缩减神经网

络规模来加快其求解过程；而针对第二个问题，可以考虑在采集数据的过

程中将厚度、表面曲率参数等也作为输入参数进行采样以得到更准确的数

据。 

 

 

 

 

 

 

 

 
1 测试环境为 Intel Core i7-6700K，操作系统为Windows 10。 
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6 附录 

绘制 BSSRDF二维投影图代码： 

import numpy as np 

import Image 

import colorsys 

import math 

def draw_data(inpt,model,res_filename): 

    width,height = 500,500 

    res = np.zeros((width,height)) 

    inputs = [] 

    for i in range(width): 

        for j in range(height): 

            tmp = list(inpt) 

            xd = 2.0 * i / width - 1.0 

            yd = 2.0 * j / height - 1.0 

            tmp.append(xd) 

            tmp.append(yd) 

            inputs.append(tmp) 

 

    outputs = model.predict(np.array(inputs)) 

    for i in range(width): 

        for j in range(height): 

            xd = 2.0 * i / width - 1.0 

            yd = 2.0 * j / height - 1.0 

            if xd * xd + yd * yd >= 1: 

                res[j][i] = 0 

            else: 

                res[j][i] = outputs[i*height + j] 

                res[j][i] = math.exp(res[j][i]) 

 

    res /= res.max() 

    img_res = np.zeros((width,height,3)) 

    for i in range(width): 

        for j in range(height): 

img_res[i][j] = 

np.array(colorsys.hsv_to_rgb(res[i][j],1.0,1.0)) 

            

    img_res  = img_res * 255.0 

    img_res = img_res.astype(np.uint8) 

    im = Image.fromarray(img_res,'RGB') 

    im.save(res_filename) 


